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Γιατί πολλαπλά κριτήρια;

 Συνήθως η βελτιστοποίηση οδηγείται από ένα οικονομικό κριτήριο όπως 
η ελαχιστοποίηση του κόστους ή η μεγιστοποίηση του κέρδους.

 Τα τελευταία χρόνια εμφανίζονται και άλλα χαρακτηριστικά που 
λαμβάνονται υπόψη στη βελτιστοποίηση και δεν μπορούν να 
μεταφραστούν πιστά με οικονομικούς όρους.
 Περιβαλλοντικές επιπτώσεις
 Ποιότητα προϊόντος
 Ευελιξία παραγωγής
 . . . . . . . . . . . . . . .

 Επομένως αντί να είναι πλέον περιορισμοί αντιμετωπίζονται ως 
αντικειμενικές συναρτήσεις
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Πολυκριτηριακός Μαθηματικός 
Προγραμματισμός (ΠΜΠ)

 Αντιμετώπιση προβλημάτων ΜΠ με περισσότερες από μία 
αντικειμενικές συναρτήσεις (διανυσματική 
βελτιστοποίηση) 

 Ρίζες και σημαντική ανάπτυξή του στη δεκαετία του ‘70 

 Εμπλοκή του αποφασίζοντα στη διαδικασία λήψης 
απόφασης = εύρεση προτιμότερης (όχι βέλτιστης) λύσης 
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Χαρακτηριστικά ΠΜΠ

Μαθηματικός Προγραμματισμός (ΜΠ) 
(Mathematical Programming) 

 Μία αντικειμενική συνάρτηση 
 Μονοδιάστατη αριστοποίηση 
 Αριστη λύση (optimal solution) 

Πολυκριτηριακός Μαθηματικός 
Προγραμματισμός (ΠΜΠ) 
(Multiobjective Mathematical 
Programming) 

 Πολλές αντικειμενικές συναρτήσεις 
(κριτήρια) 

 Διανυσματική αριστοποίηση 
 Ικανές ή αποτελεσματικές ή κατά 

Pareto άριστες λύσεις (efficient, non 
dominated, Pareto optimal solutions) 

 Αναζήτηση της σχετικά βέλτιστης 
λύσης από το σύνολο των ικανών 
λύσεων 

Ο ΠΜΠ συνδυάζει δύο έννοιες: 
Βελτιστοποίηση και υποστήριξη 
αποφάσεων
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Εφαρμογές ΠΚΠ

 Ενεργειακός Σχεδιασμός 

 Προγραμματισμός επέκτασης συστήματος ηλεκτροπαραγωγής 

 Επίλυση προβλημάτων μεταφορών και διανομής (logistics)

 Ενεργειακός σχεδιασμός κτιρίων 

 Επιλογή μέτρων αντιρύπανσης 

 Επιλογή χαρτοφυλακίου μετοχών 

 Επιλογή χαρτοφυλακίου επενδύσεων 

 Επιλογή φοιτητών σε μεταπτυχιακό πρόγραμμα 

 Διαχείριση αβεβαιότητας σε προβλήματα ΜΠ (uncertainty) 
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Μαθηματική μοντελοποίηση ΠΜΠ

Ένα πολυκριτήριο μεγιστοποίησης γράφεται:

𝑚𝑎𝑥 𝑔1 𝒙 = 𝑐11𝑥1+𝑐12𝑥2+…+𝑐1𝑚𝑥𝑚
𝑚𝑎𝑥 𝑔2 𝒙 = 𝑐21𝑥1+𝑐22𝑥2+…+𝑐2𝑚𝑥𝑚

……
𝑚𝑎𝑥 𝑔𝑛 𝒙 = 𝑐𝑛1𝑥1+𝑐𝑛2𝑥2+…+𝑐𝑛𝑚𝑥𝑚

Υπό τους περιορισμούς: 
𝒙 ∈ 𝐴 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 / 𝑃𝒙 ≤ 𝒃, 𝒙 ≥ 0

Όπου 𝐴 είναι η επιτρεπτή περιοχή των λύσεων που οριοθετείται από 
σύστημα γραμμικών ανισοεξισώσεων (περιορισμών), και 𝑃, 𝒙 και 𝒃 είναι 
αντίστοιχα μήτρες διαστάσεων n × 𝑚, m× 1 και n × 1.
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Χαρακτηριστικά επίλυσης ΠΜΠ

 Η έρευνα βέλτιστης λύσης σε ένα πολυκριτήριο σύστημα, δηλαδή 
λύσης που βελτιστοποιεί ταυτόχρονα όλες τις αντ. συναρτήσεις 
είναι μάταια.

 Τα κριτήρια παίζουν συνήθως ανταγωνιστικό ρόλο, ώστε η 
βέλτιστη λύση για ένα κριτήριο δεν είναι βέλτιστη ως προς τα άλλα 
κριτήρια.

 Ιδανική ή ιδεώδης λύση ονομάζεται αυτή που βελτιστοποιεί 
ταυτόχρονα όλα τα κριτήρια, η οποία συνήθως είναι ανέφικτη.

 Οι μέθοδοι επίλυσης για συστήματα ΠΜΠ αναζητούν κάποια 
«ενδιάμεση» λύση που ικανοποιεί τον αποφασίζοντα 
(ικανοποιητική λύση).
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Ορισμός (Κυριαρχία, Dominance): Μια δυνατή λύση 𝒙, κυριαρχείται μιας 
άλλης 𝒚 𝒙 Δ 𝐲 αν και μόνο αν ισχύει:

𝒙 Δ 𝐲  𝑔𝑖(𝒙) ≥ 𝑔𝑖 𝒚 ∀ 𝑖 και για έναν τουλάχιστον δείκτη 𝑖∗:

𝑔𝑖∗(𝒙) > 𝑔𝑖∗ 𝒚

Ορισμός (Αποτελεσματικότα, efficiency): Μια  δυνατή λύση 𝒙 ∈ 𝐴, λέγεται 
αποτελεσματική (efficient ή κατά Pareto βέλτιστη) για την οικογένεια 
κριτηρίων 𝑔1, 𝑔2, … , 𝑔𝑛 αν και μόνο αν δεν υπάρχει δυνατή λύση 𝒚 ∈ 𝐴 η 
οποία κυριαρχεί της 𝒙.

Αποτελεσματικές λύσεις (Pareto βέλτιστες)
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Αποτελεσματικές λύσεις (Pareto βέλτιστες)

Ο αποφασίζων θα αναζητήσει τη λύση μεταξύ 
του συνόλου των λύσεων Αi. 
 Κάθε λύση Αi συγκρινόμενη με 

οποιαδήποτε λύση Ak εμφανίζει καλύτερη 
επίδοση στο ένα κριτήριο και χειρότερη 
στο άλλο. 

 Οι λύσεις Αi λέγονται ικανές (efficient), μη 
κυριαρχούμενες (non-dominated), κατά 
Pareto βέλτιστες (Pareto optimal) 

 Αντικειμενικά ισοδύναμες 

Οι λύσεις Di (κόκκινες) δεν μπορούν να 
αποτελέσουν ικανοποιητική επιλογή για έναν 
ορθολογικό αποφασίζοντα. 

Δύο αντικειμενικές συναρτήσεις 
(κριτήρια) προς βελτιστοποίηση:
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Απεικόνιση λύσεων ΠΜΠ

max f1 = Χ2

max f2 = 3X1 – X2

Περιορισμοί:

-1.5 X1 + X2 ≤ 1 
0.5 X1 + 1.5 X2 ≤ 5.5 
-0.5 X1 + X2 ≤ 2 
1.5 X1 + 0.5 X2 ≤ 6.5 
X1 - X2 ≤ 3 

(α) Χώρος μεταβλητών απόφασης (β) Χώρος αντικειμενικών συναρτήσεων
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Πίνακας πληρωμών (κερδών)

• Βασική έννοια του ΠΜΠ που αποτελεί αναπαράσταση του ανταγωνισμού 
μεταξύ των πολλαπλών αντικειμενικών συναρτήσεων (κριτηρίων) είναι ο 
πίνακας πληρωμών ή κερδών (pay-off table).

• Προκύπτει από τη βελτιστοποίηση καθεμιάς αντ. συνάρτησης 𝑔𝑖 𝒙 𝑖 =
1,2, …𝑛 ξεχωριστά.

Τύπος λύσης 𝑔𝟏 𝑔𝟐 … 𝑔𝒏 Αντιστοιχούσα λύση

[𝑚𝑎𝑥]𝑔1 𝒙 𝑔1
∗ 𝑔12 … 𝑔1𝑛 𝑥1

1 𝑥2
1 … 𝑥𝑚

1

[𝑚𝑎𝑥]𝑔2 𝒙 𝑔21 𝑔2
∗ … 𝑔2𝑛 𝑥1

2 𝑥2
2 … 𝑥𝑚

2

… … …

[𝑚𝑎𝑥]𝑔𝑛 𝒙 𝑔𝑛1 𝑔𝑛2 … 𝑔𝑛
∗ 𝑥1

𝑛 𝑥2
𝑛 … 𝑥𝑚

𝑛
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Μέθοδοι επίλυσης ΠΜΠ

Ταξινόμηση ανάλογα με το στάδιο της επίλυσης στο οποίο 
εκφράζει τις προτιμήσεις του ο αποφασίζων: 

 Πριν την επίλυση (a priori methods) 
 Προγραμματισμός στόχων 

 Κατά τη διάρκεια της επίλυσης (αλληλεπιδραστικές μέθοδοι - interactive 
methods) 
 Ο αποφασίζων καθοδηγεί την αναζήτηση αλλεπιδραστικά

 Μετά την επίλυση (a posteriori methods) 
 Μέθοδοι παραγωγής ικανών λύσεων 
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Προγραμματισμός στόχων

Goal Programming 
(Charnes-Cooper 1961, Lee 1972, Ignizio 1976) 

 Ο αποφασίζων εισάγει τιμές-στόχους για τις αντικειμενικές συναρτήσεις 
(gi i=1,2,...,n)

 Προσδιορίζει συντελεστές βαρύτητας (προτεραιότητας) για κάθε στόχο 
(wi) 

 Εισαγωγή μεταβλητών απόκλισης από κάθε στόχο 

 Ελαχιστοποίηση του σταθμισμένου αθροίσματος των μεταβλητών 
απόκλισης 
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Αλληλεπιδραστικές μέθοδοι

 Φάσεις υπολογισμού και διαλόγου εναλλάσσονται 
 Ο αποφασίζων κατευθύνει την αναζήτηση ανάλογα με τις 

απαντήσεις του 
 Δεν υπολογίζουν το σύνολο των αποτελεσματικών λύσεων 
 Ενδεικτικά: 

 Stem (1971) 
 Geoffrion-Dyer-Feinberg (1972) 
 Zionts-Wallenius (1976,1983) 
 Interactive Tchebyscheff (Steuer, 1983) 
 Nimbus (Miettinen, 1995) 

 Ο αποφασίζων επιλέγει από δείγματα των λύσεων κι ανάλογα 
διαμορφώνονται νέα προβλήματα που επιλύονται για να 
παράξουν νέα δείγματα λύσεων κ.ο.κ. 
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A-posteriori (generation) methods

 Δύο φάσεις:
 Παραγωγή των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων 

 Επιλογή της προτιμότερης μεταξύ αυτών 

 Το σύνολο Pareto εκφράζεται με έναν αριθμό 
αντιπροσωπευτικών κατά Pareto λύσεων 

 Βασικό πλεονέκτημα: 
 Ο αποφασίζων βλέπει την πλήρη εικόνα πριν την απόφασή του, 

ενισχύοντας έτσι την εμπιστοσύνη του στην τελική απόφαση 

 Βασικό μειονέκτημα:
 Είναι οι πιο απαιτητικές υπολογιστικά (υπολογιστική πολυπλοκότητα 

και χρόνος επίλυσης) 
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Παραγωγή αποτελεσματικών λύσεων
Μέθοδος συντελεστών βαρύτητας

 Επίλυση του προβλήματος MΠ (το πρόβλημα γίνεται 
μονοκριτηριακό καθώς οι αντικειμενικές συναρτήσεις «ενώνονται» 
σε μία – Μέθοδος ολικού κριτηρίου) 

[max] Σ λi ci(x) | x∈ S, λi > 0

 Θεώρημα: H άριστη λύση του προβλήματος είναι ικανή λύση για το 
αντίστοιχο πρόβλημα ΠΚΠ 

 Μεταβάλλοντας τα λi (μοναδιαίες παραχωρήσεις) παίρνουμε 
διαφορετικές ικανές λύσεις 

 Προσοχή: Οι αντικειμενικές συναρτήσεις πρέπει να έχουν την ίδια τάξη 
μεγέθους (scaling). 

 Η μέθοδος των συντελεστών βαρύτητας χρησιμοποιείται συχνά ως 
κομμάτι άλλων μεθόδων 
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Επιλογή προτιμότερης λύσης από τις κατά 
Pareto βέλτιστες

 Η παραγωγή των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων είναι το πρώτο βήμα των 
υπολογισμών (a posteriori μέθοδος) 

 Το δεύτερο βήμα είναι η εμπλοκή του αποφασίζοντα για την επιλογή από 
τις κατά Pareto βέλτιστες λύσεις αυτής που τον εκφράζει περισσότερο 

 Διάφορες μέθοδοι 

 Interactive filtering (Steuer, 1986):

 Αλληλεπιδραστική διύλιση 

 Επαναληπτική διαδικασία 

 Εστιάζει σε κάθε κύκλο στην περιοχή που υποδεικνύει ο αποφασίζων 

 Απλή και εύχρηστη 
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Παραδείγματα μετώπου Pareto
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Παραδείγματα μετώπου Pareto
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Παραδείγματα μετώπου Pareto

Μέτωπο Pareto: 2 αντικειμενικές
συναρτήσεις 

Μέτωπο Pareto: 3 αντικειμενικές
συναρτήσεις 

Διακριτές βέλτιστες λύσεις 
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Ενδεικτικό παράδειγμα (1/4)

Έστω το παρακάτω δικριτηριακό πρόβλημα ΓΠ :

• max z1 = 50x1 + 70x2 + 80x3

• min z2 = 40x1 + 20x2 + 10x3

(max−z2 = −40x1 − 20x2 − 10x3)

Υπό τους περιορισμούς:

• 8x1 + 12x2 + 16x3 ≤ 120

• 15x2 + 20x3 ≤ 60

• 3x1 + 6x2 + 9x3 ≤ 48

• x1, ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
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Ενδεικτικό παράδειγμα (2/4)

 Λύνοντας το πρόβλημα ΓΠ με μόνη αντικειμενική συνάρτηση 
την z1 βρίσκουμε τη βέλτιστη λύση (x1, x2, x3) = (15, 0, 0) με 
βέλτιστη τιμή z1=750. Όμως αυτή η λύση αποτελεί τη 
χειρότερη δυνατή λύση για την αντ. συνάρτηση z2, δηλαδή 
z2 =600.

 Επιλύοντας το πρόβλημα με μόνη αντικειμενική συνάρτηση 
την z2 παίρνουμε βέλτιστη λύση την (x1, x2, x3) = (0, 0, 0) με 
βέλτιστη τιμή z2 =0, η οποία όμως είναι και η χειρότερη 
δυνατή λύση για τη z1.
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Ενδεικτικό παράδειγμα (3/4)

Προγραμματισμός στόχων (goal programming)
 Θέτοντας στόχο για την 1η αντ. συνάρτηση την τιμή z1 = 710, 

προσθέτουμε στο αρχικό ΓΠ τον περιορισμό:

50x1 + 70x2 + 80x3 ≥ 710

 Επιλύουμε το καινούριο ΓΠ ως προς την z2 και βρίσκουμε τη 
λύση:
(x1, x2, x3) = (10, 3, 0) με z2 = 460 (και προφανώς z1 = 710).
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Ενδεικτικό παράδειγμα (4/4)

Ανάθεση βαρών στα κριτήρια
 Αναθέτουμε βάρη στις δύο αντ. συναρτήσεις

Έστω p1=1 και p2=0.5

 H νέα αντικειμενική συνάρτηση που προκύπτει είναι η:

Z3=50x1+70x2+80x3−(20x1+10x2+5x3) = 30x1+60x2+75x3

 Στο παράδειγμα αυτό τυγχάνει να προκύψει ξανά η βέλτιστη 
λύση: (x1, x2, x3) = (10, 3, 0)


