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Απόδοση

▪ Απόδοση (return) της μετοχής.

▪ Περιλαμβάνει δύο μέρη:

▪ Κεφαλαιακή απόδοση (capital return, ανατίμηση/υποτίμηση

μετοχής)

▪ Μερισματική απόδοση (dividend yield)

▪ Μετοχή με τιμή 𝑃𝑡:

▪ Κεφαλαιακή απόδοση τη χρονική στιγμή 𝑡 + 1: 
𝑃𝑡+1−𝑃𝑡

𝑃𝑡

▪ Μερισματική απόδοση τη χρονική στιγμή 𝑡 + 1 : 
𝐷𝑡+1

𝑃𝑡
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Συνολική Απόδοση

▪ Συνολική απόδοση (total return):

𝑟𝑡+1 =
𝑃𝑡+1 − 𝑃𝑡

𝑃𝑡
+
𝐷𝑡+1
𝑃𝑡

▪ Η συνολική απόδοση μπορεί να είναι θετική, αρνητική, ή

και μηδενική.

▪ Η κεφαλαιακή απόδοση προσδιορίζεται από τη χρονική

εξέλιξη της μετοχής.

▪ Η μερισματική απόδοση εξαρτάται από την πολιτική της

εταιρείας.

▪ Η απόδοση αποτιμάται σε ημερήσια, εβδομαδιαία, μηνιαία,

ετήσια βάση, κλπ.
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Στατιστική Προσέγγιση

▪ Η απόδοση 𝑟 είναι τυχαία μεταβλητή.

▪ Αναμενόμενη απόδοση (expected return):

𝔼 𝑟 =
1

𝑁


𝑡=1

𝑁

𝑟𝑡

▪ Διακύμανση της απόδοσης (variance):

𝑉𝑎𝑟 𝑟 = 𝜎2 =
1

𝑁 − 1


𝑡=1

𝑁

𝑟𝑡 − 𝔼(𝑟) 2

▪ Τυπική απόκλιση (standard deviation): 𝜎 = 𝑉𝑎𝑟(𝑟)
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Αξιολόγηση Επενδύσεων

▪ Για την αξιολόγηση επενδύσεων χρησιμοποιούνται και τα

δύο μέτρα (αναμενόμενη απόδοση, τυπική απόκλιση). Π.χ.

σύγκριση επενδύσεων σε μεμονωμένες μετοχές.

▪ Η τυπική απόκλιση είναι ένα μέτρο ποσοτικοποίησης του

κινδύνου (risk).

▪ Υψηλή τυπική απόκλιση ⇒ υψηλή μεταβλητότητα ⇒
υψηλός κίνδυνος
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Παράδειγμα

• Μηνιαίες τιμές κλεισίματος ΧΑΑ (€)

• Υποθέτουμε μηδενικά μερίσματα

Μετοχή Α Μετοχή Β Μετοχή Γ

1-Jan 29.5 112.3 7.5

1-Feb 28.4 110.4 8.6

1-Mar 31.6 111.2 6.8

1-Apr 32.3 108.9 9.9

1-May 33.7 107.8 11.0

1-Jun 24.2 109.7 7.0

1-Jul 22.9 112.0 8.1

1-Aug 20.1 115.0 6.1

1-Sep 23.0 120.1 4.2

1-Oct 28.5 125.2 2.2

1-Nov 31.4 119.3 3.3

1-Dec 36.3 113.4 5.3

1-Jan 30.0 100.0 5.0
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Παράδειγμα (συν.)

▪ 𝐸 𝑟𝐴 = 0.012 1.2% , 𝜎𝐴 = 0.148(14.8%)

▪ 𝐸 𝑟𝐵 = −0.008 −0.8% , 𝜎𝐵 = 0.031(3.1%)

▪ 𝐸 𝑟Γ = 0.026 2.6% , 𝜎Γ = 0.360(36%)

Παρατηρούμε ότι:

❑ Απόδοση Γ > Απόδοση Α

❑ Κίνδυνος Γ > Κίνδυνος Α

Μετοχή Α Μετοχή Β Μετοχή Γ

-0.037 -0.016 0.146

0.112 0.007 -0.209

0.022 -0.020 0.455

0.043 -0.010 0.111

-0.281 0.017 -0.363

-0.053 0.020 0.157

-0.122 0.026 -0.246

0.144 0.044 -0.311

0.239 0.042 -0.476

0.101 -0.040 0.500

0.156 -0.049 0.606

-0.173 -0.118 -0.056

Πίνακας Συνολικών 

Αποδόσεων
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Παράδειγμα (συν.)
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Διαχείριση Χαρτοφυλακίου

▪ Χαρτοφυλάκιο (portfolio): μπορεί να περιλαμβάνει

μετοχές, ομόλογα, καταθέσεις, ακίνητα, πολύτιμα μέταλλα,

συνάλλαγμα, ή και έργα τέχνης.

▪ Χαρτοφυλάκιο 𝑚 επενδυτικών αγαθών: είναι ένα διάνυσμα

𝑚 στοιχείων

𝒘 = 𝑤1, … , 𝑤𝑚

𝑤𝑖 ≥ 0,

𝑖=1

𝑚

𝑤𝑖 = 1

όπου κάθε συνιστώσα εκφράζει το ποσοστό επένδυσης

κεφαλαίου στο εκάστοτε επενδυτικό αγαθό.
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Απόδοση Χαρτοφυλακίου

▪ Αναμενόμενη απόδοση χαρτοφυλακίου:

𝑎𝒘 = 𝔼 𝑟𝒘 =

𝑖=1

𝑚

𝑤𝑖𝔼(𝑟𝑖)

▪ Π.χ. έστω ότι στο προηγούμενο παράδειγμα επιλέγουμε να

επενδύσουμε 40% του κεφαλαίου στη μετοχή Α και 60%

του κεφαλαίου στη μετοχή Γ.

Τότε

𝔼 𝑟𝒘 = 0.4 𝔼 𝑟Α + 0 𝔼 𝑟𝐵 + 0.6 𝔼 𝑟Γ = 1.96%
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Κίνδυνος Χαρτοφυλακίου

▪ Κίνδυνος χαρτοφυλακίου (portfolio risk):

𝜎𝒘
2 =

𝑖=1

𝑚

𝑤𝑖
2𝜎𝑖

2 +

𝑖=1

𝑚


𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑚

𝑤𝑖𝑤𝑗𝜎𝑖𝑗

όπου

• 𝜎𝑖 είναι η τυπική απόκλιση του στοιχείου 𝑟𝑖,

• 𝜎𝑖𝑗 είναι η συνδιακύμανση (covariance) των στοιχείων 𝑟𝑖 και 𝑟𝑗
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Κίνδυνος Χαρτοφυλακίου (συν.)

Γνωρίζουμε ότι

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝜎𝑗𝜌𝑖𝑗

όπου 𝜌𝑖𝑗 είναι ο συντελεστής συσχέτισης (correlation

coefficient) των 𝑟𝑖 και 𝑟𝑗.

Επομένως,

𝜎𝒘
2 =

𝑖=1

𝑚

𝑤𝑖
2𝜎𝑖

2 +

𝑖=1

𝑚


𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑚

𝑤𝑖𝑤𝑗𝜎𝑖 𝜎𝑗𝜌𝑖𝑗
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Υπενθύμιση

▪ Δειγματική συνδιακύμανση:

𝐶𝑜𝑣 𝑟𝑖 , 𝑟𝑗 =
1

𝑁 − 1


𝑡=1

𝑁

𝑟𝑖𝑡 − 𝔼(𝑟𝑖) 𝑟𝑗𝑡 − 𝔼(𝑟𝑗)

▪ Δειγματικός συντελεστής συσχέτισης:

𝜌𝑖𝑗 =
𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑖, 𝑟𝑗)

𝑉𝑎𝑟(𝑟𝑗) 𝑉𝑎𝑟(𝑟𝑗)
=

𝜎𝑖𝑗

𝜎𝑖𝜎𝑗

▪ Είναι μέτρα έκφρασης της συμμεταβολής δύο τυχαίων

μεταβλητών.
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Σύγχρονη Θεωρία Χαρτοφυλακίου

• Modern Portfolio Theory

• Mean - Variance Analysis

• Harry Markowitz (1927-)

– John von Neumann Prize (1989)

– Nobel Prize (1990)

• Markowitz H.M. (1952), Portfolio Selection, The Journal of Finance

7(1), 77-91.  
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2, 3 – Asset Cases

▪ 2 – asset portfolio

▪ 𝔼 𝑟𝑤 = 𝑤𝔼 𝑟1 + 1 − 𝑤 𝔼(𝑟2)

▪ 𝜎𝑤
2 = 𝑤2𝜎1

2 + 1 − 𝑤 2𝜎2
2 + 2𝑤 1 − 𝑤 𝜎1𝜎2𝜌12

𝑤 ∈ 0,1

▪ 3 – asset portfolio

▪ 𝔼 𝑟𝒘 = 𝑤1𝔼 𝑟1 + 𝑤2𝔼 𝑟2 + 𝑤3𝔼 𝑟3

▪ 𝜎𝒘
2 = 𝑤1

2𝜎1
2 + 𝑤2

2𝜎2
2 + 𝑤3

2𝜎3
2 + 2𝑤1𝑤2𝜎1𝜎2𝜌12 +

2𝑤1𝑤3𝜎1𝜎3𝜌13 + 2𝑤2𝑤3𝜎2𝜎3𝜌23
𝑤𝑖 ≥ 0,𝑤1 + 𝑤2 + 𝑤3 = 1
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Παράδειγμα

▪ 70% του κεφαλαίου στη μετοχή Α και 30% στη μετοχή Β.

▪ Δίνονται:

𝑟𝐴 = 9%, 𝑟𝐵 = 12%,𝜎𝐴 = 15%, 𝜎𝐵 = 19%, 𝜌𝐴𝐵 = 0.9

➢ Αναμενόμενη απόδοση χαρτοφυλακίου:

𝔼 𝑟𝒘 = 0.7 9 + 0.3 12 = 9.9%



Εργαστήριο Συστημάτων Αποφάσεων και Διοίκησης

Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Παράδειγμα (συν.)

Μετοχή Α Μετοχή Β

Μετοχή Α 𝑤𝐴
2𝜎𝐴

2 = 0.011 𝑤𝐴𝑤𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵𝜌𝐴𝐵 = 0.005

Μετοχή Β 𝑤𝐴𝑤𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵𝜌𝐴𝐵 = 0.005 𝑤𝐵
2𝜎𝐵

2 = 0.003

Πίνακας Διακυμάνσεων - Συνδιακυμάνσεων

Κίνδυνος: 𝜎𝒘
2 = 0.011 + 0.003 + 2 0.005 = 0.024

⇒ 𝜎𝒘 = 15.4%
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m – Asset Case

Μετοχή 1 Μετοχή 2 ⋯ Μετοχή 𝒎

Μετοχή 1 𝑤1
2𝜎1

2 𝑤1𝑤2𝜎12 ⋯ 𝑤1𝑤𝑚𝜎1𝑚

Μετοχή 2 𝑤2𝑤1𝜎21 𝑤2
2𝜎2

2 ⋯ 𝑤2𝑤𝑚𝜎2𝑚

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Μετοχή 𝒎 𝑤𝑚𝑤1𝜎𝑚1 𝑤𝑚𝑤2𝜎𝑚2 ⋯ 𝑤𝑚
2 𝜎𝑚

2

Πίνακας Διακυμάνσεων - Συνδιακυμάνσεων
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m – Asset Case

Ερώτημα: η θεώρηση

περισσότερων μετοχών μπορεί

να οδηγήσει σε καλύτερο

χαρτοφυλάκιο;

Πηγή: Brealey et al., Principles of 

Corporate Finance, 9th Ed. 
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Διαφοροποίηση Κινδύνου

▪ Μειώνοντας τον συντελεστή συσχέτισης, ο κίνδυνος

μειώνεται.

▪ Ο κίνδυνος μειώνεται πολύ περισσότερο όταν οι μετοχές

συσχετίζονται αρνητικά.

▪ Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται διαφοροποίηση κινδύνου

(risk diversification).
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Περίπτωση Μηδενικής Συσχέτισης

▪ Θεωρούμε χαρτοφυλάκιο δύο μετοχών, οι οποίες έχουν

ασυσχέτιστες αποδόσεις (𝜌12 = 0).

Τότε

𝜎𝑤
2 = 𝑤2𝜎1

2 + 1 − 𝑤 2𝜎2
2 + 0

Minimum variance portfolio:

𝜕

𝜕𝑤
𝜎𝑤
2 = 0 ⇒ 𝑤∗ =

𝜎2
2

𝜎1
2 + 𝜎2

2

Επιλέγω 𝜎1 = 𝜎2 = 1.

Τότε

𝜎𝑤,𝑚𝑖𝑛 = 0.707
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Περίπτωση Αρνητικής Συσχέτισης

▪ Έστω 𝜌12 ≠ 0.

Τότε

𝜎𝑤
2 = 𝑤2𝜎1

2 + 1 − 𝑤 2𝜎2
2 + 2𝑤(1 − 𝑤)𝜎1𝜎2𝜌12

Minimum variance portfolio:

𝜕

𝜕𝑤
𝜎𝑤
2 = 0 ⇒ 𝑤∗ =

𝜎2
2 − 𝜎1𝜎2𝜌12

𝜎1
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎1𝜎2𝜌12

▪ Επιλέγουμε 𝜎1 = 𝜎2 = 1 και 𝜌12 = −0.01.

Τότε

𝜎𝑤,𝑚𝑖𝑛 = 0.703
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Όρια της Διαφοροποίησης

▪ Έστω χαρτοφυλάκιο ίσων επενδύσεων σε 𝑁 μετοχές, δηλ.

𝑤𝑖 =
1

𝑁
, 𝑖 = 1,… ,𝑁

Υποθέτουμε ότι όλες οι μετοχές παρουσιάζουν την ίδια

διακύμανση 𝑣𝑎𝑟 και την ίδια συνδιακύμανση 𝑐𝑜𝑣.

Τότε

𝑟𝑖𝑠𝑘 = 𝑁
1

𝑁2
𝑣𝑎𝑟 + 𝑁2 − 𝑁

1

𝑁2
𝑐𝑜𝑣 → 𝑐𝑜𝑣,𝑁 → ∞
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Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Όρια Μείωσης Κινδύνου

Πηγή: Corporate Finance

Institute
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Συνολικός Κίνδυνος

• Συνολικός Κίνδυνος = Συστημικός Κίνδυνος + Μη

Συστημικός Κίνδυνος

• Συστημικός κίνδυνος: κίνδυνος ολόκληρης της αγοράς, τον

αντιμετωπίζουν όλοι οι επενδυτές.

• Μη συστημικός κίνδυνος: ο επενδυτής μπορεί να τον

μειώσει μέσω της διαφοροποίησησης.
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Συστημικός Κίνδυνος - Πηγές

• Επιχειρηματικός κίνδυνος

• Χρηματοοικονομικός κίνδυνος

• Κίνδυνος ρευστότητας

• Συναλλαγματικός κίνδυνος

• Κίνδυνος χώρας
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Μαθηματική Θεμελίωση

▪ 𝑚 επενδυτικά αγαθά (assets)

▪ Αποδόσεις

𝒓 = 𝑟1, … , 𝑟𝑚 ′

▪ Αναμενόμενες αποδόσεις

𝔼 𝒓 = 𝒂 =

𝑎1
⋮
𝑎𝑚

▪ Διακυμάνσεις/Συνδιακυμάνσεις των αποδόσεων

𝐶𝑜𝑣 𝒓 = 𝚺 =
𝜎1
2 ⋯ σ1𝑚
⋮ ⋱ ⋮

𝜎𝑚1 ⋯ 𝜎𝑚
2

▪ Επιλογή χαρτοφυλακίου:

𝒘 = 𝑤1, … , 𝑤𝑚
′,

1

𝑚

𝑤𝑖 = 1,𝑤𝑖 ≥ 0
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Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Μαθηματική Θεμελίωση (συν.)

▪ Απόδοση χαρτοφυλακίου:

𝑟𝒘 = 𝒘′𝒓 =
1

𝑚

𝑤𝑖𝑟𝑖

η οποία είναι τυχαία μεταβλητή με

𝑎𝒘 = 𝐸 𝑟𝒘 = 𝒘′𝒂

και

𝜎𝒘
2 = 𝑉𝑎𝑟 𝑟𝒘 = 𝒘′𝚺𝐰
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Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Μαθηματική Θεμελίωση (συν.)

▪ 2-asset portfolio

𝑟𝑤 = 1 − 𝑤 𝑟1 + 𝑤𝑟2
𝑎𝑤 = 𝔼 𝑟𝑤 = 1 − 𝑤 𝑎1 + 𝑤𝑎2

𝜎𝑤
2 = 𝑉𝑎𝑟 𝑟𝑤 = 1 − 𝑤 2𝜎1

2 + 𝑤2𝜎2
2 + 2 1 − 𝑤 𝑤𝜎1𝜎2𝜌12

▪ Feasible portfolio set:

Π∗ = 𝜎𝑤, 𝑎𝑤 : 0 ≤ 𝑤 ≤ 1



Εργαστήριο Συστημάτων Αποφάσεων και Διοίκησης

Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Μαθηματική Θεμελίωση (συν.)

▪ Επιθυμούμε:

▪ Υψηλές αναμενόμενες αποδόσεις

▪ Χαμηλό κίνδυνο

Πρόβλημα Ι: Ελαχιστοποίηση Κινδύνου: Για αναμενόμενη απόδοση

𝑎0, αναζητούμε χαρτοφυλάκιο 𝒘:

minimize
1

2
𝒘′ 𝚺𝐰

subject to: 𝒘′𝒂 = 𝑎0
𝒘′𝟏𝒎=1 

▪ Πρόβλημα κυρτής βελτιστοποίησης.

▪ Επίλυση με τη μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange.



Εργαστήριο Συστημάτων Αποφάσεων και Διοίκησης

Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Μαθηματική Θεμελίωση (συν.)

▪ Ορίζουμε τη Λαγκρανζιανή συνάρτηση (Lagrangian)

𝐿 𝒘, 𝜆1, 𝜆2 =
1

2
𝒘′𝚺𝐰 + 𝜆1 𝑎0 −𝒘′𝒂 + 𝜆2 1 − 𝒘′𝟏𝒎

Τότε
𝜕𝐿

𝜕𝒘
= 𝟎𝒎 = 𝚺𝐰 − 𝜆1𝒂 − 𝜆2𝟏𝒎 (1)

𝜕𝐿

𝜕𝜆1
= 0 = 𝑎0 −𝒘′𝒂 (2)

𝜕𝐿

𝜕𝜆2
= 0 = 1 − 𝒘′𝟏𝒎 (3)

Οπότε

1 ⇒ 𝒘𝟎 = 𝜆1𝚺
−𝟏𝒂 + 𝜆2𝚺

−𝟏𝟏𝒎 (4)



Εργαστήριο Συστημάτων Αποφάσεων και Διοίκησης

Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Μαθηματική Θεμελίωση (συν.)

και

2 ⇒ 𝑎0= 𝒘𝟎
′ 𝒂 = 𝜆1 𝒂′𝚺−𝟏𝒂 + 𝜆2 𝒂′𝚺−𝟏𝟏𝒎 (5)

(3) ⇒ 1 = 𝒘𝟎′𝟏𝒎=𝜆1 𝒂′𝚺−𝟏𝟏𝒎 + 𝜆2 𝟏𝒎′𝚺
−𝟏𝟏𝒎 (6)

Άρα

𝑎0
1

=
𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

𝜆1
𝜆2

όπου 𝐴 = 𝒂′𝚺−𝟏𝒂, 𝐵 = 𝒂′𝚺−𝟏𝟏𝒎 και 𝐶 = 𝟏𝒎′𝚺
−𝟏𝟏𝒎



Εργαστήριο Συστημάτων Αποφάσεων και Διοίκησης

Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Μαθηματική Θεμελίωση (συν.)

Η διακύμανση που αντιστοιχεί στη λύση – χαρτοφυλάκιο 𝒘𝟎 θα είναι

𝜎0
2 = 𝒘𝟎

′ 𝚺𝒘𝟎

= 𝜆1
2 𝜶′𝚺−𝟏𝒂 + 2𝜆1𝜆2 𝒂′𝚺−𝟏𝟏𝒎 + 𝜆2

2 𝟏𝒎′𝚺
−𝟏𝟏𝒎

=
𝜆1
𝜆2

′
𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

𝜆1
𝜆2

Αντικαθιστώντας

𝜆1
𝜆2

=
A 𝐵
𝐵 𝐶

−1 𝑎0
1

Λαμβάνουμε

𝜎0
2 =

𝑎0
1

′ 𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

−1 𝑎0
1

=
1

𝐵2 − 𝐴𝐶
𝐶𝑎0

2 − 2𝐵𝑎0 + 𝐴



Εργαστήριο Συστημάτων Αποφάσεων και Διοίκησης

Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Μαθηματική Θεμελίωση (συν.)

▪ Το ίδιο πρόβλημα μπορούμε να το δούμε από μια άλλη οπτική.

▪ Πρόβλημα ΙΙ: Μεγιστοποίηση αναμενόμενης απόδοσης:

maximize 𝐸 𝑟𝒘 = 𝒘′𝒂

subject to: 𝒘′𝚺𝒘 = 𝜎0
2

𝒘′𝟏𝒎=1



Εργαστήριο Συστημάτων Αποφάσεων και Διοίκησης

Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Ορθολογικό Υπόδειγμα

▪ Οι επενδυτές δρουν ορθολογικά.

▪ Επιζητούν την απόδοση και αποφεύγουν τον κίνδυνο.

▪ Συμπεριφορική Χρηματοοικονομική (Behavioral Finance): μελετά

και καταστάσεις στις οποίες κάποιοι επενδυτές δεν δρουν πλήρως

ορθολογικά.
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Συστήματα Χρηματοοικονομικής Διοίκησης

Βιβλιογραφία

▪ Brealey R., Myers S., Allen F. (2007, 9th Edition), Principles of

Corporate Finance, Mcgraw-Hill.

▪ Αλεξάκης Χ., Ξανθάκης Μ. (2008), Συμπεριφορική

Χρηματοοικονομική, Εκδ. Σταμούλη.
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